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Аннотация 
В ряде теоретических и экспериментальных работ было показано, что для оптического 
вихря с начальным дробным топологическим зарядом его топологический заряд равен це-
лому числу с недостатком, если дробная часть меньше 0,5 и целому числу с избытком, если 
дробная часть больше 0,5. В этой работе с помощью численного моделирования мы показа-
ли, что топологический заряд начального дробного оптического вихря равен целому числу с 
недостатком, если дробная часть меньше 0,12, и целому числу с избытком, если дробная 
часть больше 0,12. Дело в том, что дополнительный центр сингулярности формируется на 
периферии пучка, где интенсивность почти равна нулю (примерно миллионная часть от 
максимума), и экспериментально его нельзя обнаружить, а численно можно. 
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Введение 
Оптические вихри в последнее время интенсивно 
исследуются. Они характеризуются орбитальным 
угловым моментом (ОУМ) [1 – 5], ОУМ-спектром 
[6] и топологическим зарядом [7, 8]. Топологиче-
ский заряд (ТЗ) оптических вихрей определяется как 
целое число 2π, на которое изменяется фаза при об-
ходе по замкнутому контуру вокруг центра сингу-
лярности (неопределенности). Если в Гауссов пучок 
внедрить несколько оптических вихрей, то очевид-
но, что ТЗ совокупности этих вихрей будет равен 
сумме ТЗ каждого вихря, так как каждый из этих 
вихрей можно обойти по замкнутому контуру и под-
считать число 2π скачков фазы. Но возникает во-
прос: если некоторые из этих вихрей внедрены на 
периферии Гауссова пучка, где интенсивность почти 
нулевая, то нужно ли учитывать такие сингулярно-
сти при подсчете ТЗ всего пучка? С одной стороны, 
экспериментально такие сингулярности нельзя из-
мерить (например, как характерные вилочки в ин-
терференционной картине) из-за почти нулевой ин-
тенсивности пучка. А с другой стороны, при опре-
делении ТЗ по формуле Берри [9] радиус 
окружности, на которой измеряется ТЗ, должен быть 
устремлен к бесконечности. То есть по определению 
ТЗ пучка – это все оптические сингулярности, даю-
щие вклад в фазу оптического вихря.  
Измерять ТЗ можно с помощью подсчета вилочек 
на интерферограмме [10], с помощью апертурных 
диафрагм [11, 12], а также с помощью цилиндриче-
ской линзы [13]. Но понятно, что так можно измерить 
только те сингулярности фазы (или изолированные 
нули интенсивности), которые окружены ненулевой 
интенсивностью. 
В работе Берри [9] впервые был рассмотрен опти-
ческий вихрь с начальным дробным ТЗ μ. Берри по-
лучил формулу, на основе которой он рассчитал ТЗ 
таких дробных оптических вихрей в ближней зоне. У 
него получилось, что ТЗ равен целому, ближайшему к 
дробному μ. То есть зависимость ТЗ от μ изменяется 
скачком: если μ = m + α, где α < 0,5, то ТЗ равен m, а 
если 0,5 < α < 1, то ТЗ равен m +1 (m > 0). Такая зави-
симость ТЗ дробного вихря от величины μ была не-
однократно экспериментально подтверждена [14, 15]. 
Но позже появились работы, в которых такая ступен-
чатая зависимость со скачком при α = 0,5 была по-
ставлена под сомнение [16, 17]. 
В данной работе на основе численного моделиро-
вания с помощью интеграла Рэлея –Зоммерфельда 
[18] и расчета ТЗ по формуле Берри [9] мы показали, 
что скачок в ступенчатой зависимости целого ТЗ поля 
оптического вихря от начального дробного ТЗ μ про-
исходит не при α = 0,5, а при α = 0,12. 
Заметим, что оптические вихри как топологиче-
ский объект возникают во многих областях физики. 
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Так, впервые дробные вихри были рассмотрены в чи-
стой сверхтекучей жидкости в работе [19]. И были 
впоследствии экспериментально обнаружены в [20], в 
неоднородной сверхтекучей жидкости. В [20] было 
замечено, что существует скрытая фаза, дополняю-
щая дробный топологический заряд вихря до целого 
значения. Это фаза Берри–Панчаратнама, которая 
проявляется в векторных квантовых полях при обхо-
де сингулярности. Дробный заряд исчезает в вектор-
ных состояниях поля. Недавно А.В. Воляр и соавторы 
показали [21], что в оптическом случае в неоднород-
ной среде фотонного кристалла дробный заряд в ком-
понентах векторного поля становится целым в каждой 
компоненте за счет неадиабатического отслеживания 
поляризации при обходе сингулярностей. Дробные 
вихри изучались также в «экситонном поляритонном 
конденсате» [22], и была показана стабильность полу-
целых квантовых вихрей в таких средах [23]. 
В данной работе мы численно рассмотрим эволю-
цию дробного оптического вихря в свободном про-
странстве с помощью непараксиального скалярного 
интеграла Рэлея–Зоммерфельда.  
1. Топологический заряд начального дробного вихря 
в ближней зоне 
Цель работы – численно исследовать эволюцию 
оптического Гауссова вихря с начального дробным 
топологическим зарядом: 
   2 2, expxE r r w i     , (1) 
где μ – ТЗ, действительное число, w – радиус пере-
тяжки Гауссова пучка. Топологический заряд будем 
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Мы заметим, что в определении ТЗ (2) присут-
ствует предел к бесконечности радиальной перемен-
ной амплитуды светового поля. То есть согласно это-
му определению для нахождения ТЗ светового поля, 
амплитуда которого является аналитической целой 
функцией и стремится к нулю на бесконечности (но 
не равна нулю), нужно учитывать сингулярности, 
центры которых расположены в любой точке двумер-
ного пространства. В том числе и там, где интенсив-
ность светового поля почти равна нулю. 
Амплитуда и фаза светового поля рассчитывались 
с помощью интеграла Рэлея –Зоммерфельда [18]. Па-
раметры моделирования: размер начального поля – 
8 × 8 мкм, 400 × 400 отсчетов (величина отсчета при-
мерно λ / 30), длина волны λ = 0,532 мкм, радиус пере-
тяжки Гауссова пучка w = 1,3 мкм, начальный ТЗ 
μ = 2,2. Амплитуда и фаза начального поля показана 
на рис. 1. Заметим, что в ближнем поле на расстоянии 
меньше длины волны скалярный интеграл Рэлея –
Зоммерфельда, конечно, дает приближенное решение, 
так как не учитывает векторного характера поля и не 
учитывает затухающих волн. Но в данной работе мы 
хотели только найти, где расположены дополнитель-
ные центры сингулярности в ближней зоне. 
а)  
б)  
Рис. 1. Начальное поле 
Из рис. 2 видно, что ТЗ в начальной плоскости 
дробный и равен 2,2. На рис. 3 показаны амплитуда и 
фаза поля (1) в ближнем поле на расстоянии 
z = 0,03 мкм, рассчитанные с помощью интеграла Рэ-
лея –Зоммерфельда.  
 
Рис. 2. Зависимость TЗ от радиуса R окружности, 
на котором рассчитывался ТЗ по формуле (2), 
для падающего поля на рис. 1 
На рис. 4 показан ТЗ в зависимости от радиуса 
окружности R, на котором рассчитывался ТЗ по фор-
муле (2) для фазы на рис. 3б. 
Из рис. 4 видно, что ТЗ в ближнем поле равен 2. 
Этот результат согласуется со многими эксперимен-
тальными работами [11 – 15], в которых измеряли ТЗ 
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дробных оптических вихрей с помощью диафрагм 
[12] или цилиндрической линзы [13]. 
 
 
Рис. 3. Поле (1) на расстоянии z = 0,03 мкм (ближнее поле). 
Размер поля – 8×8 мкм 
 
Рис. 4. Зависимость ТЗ от радиуса для поля  
на рис. 3 (z = 0,03 мкм) 
Но так ли это? Что будет, если увеличить радиус 
R, на котором рассчитывается ТЗ? На рис. 5 показана 
зависимость ТЗ от радиуса при начальном ТЗ, равном 
μ = 2,2, и для расстояния z = 0,01 мкм и z = 0,1 мкм. 
Из рис. 5 видно, что в ближней зоне ТЗ пучка ра-
вен 3, начиная с радиуса R > 4 мкм. Видно также, что 
фаза поля на расстояниях z = 0,01 и z = 0,1 мкм остает-
ся одинаковой во всем поле, за исключением цен-
тральной части R < 4,5 мкм. Итак, при начальном ТЗ 
2,2 в ближней зоне на расстоянии всего z = 0,01 мкм 
ТЗ оптического вихря равен 3.  
Почему это моделирование противоречит экспе-
рименту [12, 13]? Дело в том, что, как видно из рис. 1, 
интенсивность оптического вихря спадает почти до 
нуля в круге с радиусом около 2 мкм, а радиус 
окружности R, на котором ТЗ меняется с 2 на 3, при-
мерно равен 4 мкм. То есть дополнительный центр 
сингулярности находится там, где его эксперимен-
тально нельзя обнаружить. Действительно, на рис. 3 
(z = 0,03 мкм, μ = 2,2) интенсивность на радиусе R пе-
рехода ТЗ от 2 к 3 (R = 4 мкм) равна 1,6ꞏ10 –7 по отно-
шению к максимальной интенсивности на рис. 3. А на 
рис. 5 (z = 0,1 мкм, μ = 2,2) на радиусе перехода ТЗ с 2 
к 3 (R = 3,5 мкм) интенсивность равна 2,0ꞏ10 –6 от мак-
симального значения. Интенсивность такой величины 
нельзя измерить экспериментально. 
а)  
б)  
Рис. 5. Зависимость ТЗ пучка от радиуса R для начального 
пучка с ТЗ μ = 2,2 в ближней зоне на расстояниях 
z = 0,01 мкм (а) и z = 0,1 мкм (б) и фаза этих пучков 
на вставках соответственно 
Понятно, что у оптического вихря с начальным 
целым ТЗ равным 2 этот ТЗ будет сохраняться. Воз-
никает вопрос: с какого начального дробного ТЗ μ > 2 
в ближней зоне ТЗ будет равен 3? Моделирование 
показало, что для ближней зоны z = 0,01 мкм ТЗ поля 
равен 2 для 2 < μ < 2,12. То есть можно сделать вывод, 
что в ближней зоне (z < λ) ТЗ Гауссова пучка (1), 
имеющего начальный дробный ТЗ в диапазоне 
2 < μ < 2,12, остается равным 2, при большем значении 
2,12 < μ < 3 он становится равным 3.  
2. Топологический заряд начального  
дробного вихря в зоне Френеля 
На рис. 6 показана фаза поля (1) на расстоянии 
z = 1 мкм и с начальным ТЗ μ = 2,4. Из рис. 6б видно, 
что ТЗ такого вихря в зоне Френеля равен 3. 
На рис. 7 показана зависимость радиуса R, на ко-
тором происходит смена ТЗ с 2 на 3 в зависимости от 
расстояния z в зоне Френеля.  
На рис. 8 показано, что при увеличении дробной 
части начального ТЗ радиус окружности R, на кото-
рой происходит переход ТЗ с 2 на 3, уменьшается. 
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а)  
б)  
Рис. 6. Распределение фазы при z = 1 мкм (а) и зависимость 
TЗ от радиуса R окружности, по которой этот ТЗ 
рассчитывается (б). Начальный ТЗ μ = 2,4 
 
Рис. 7. Зависимость радиуса смены ТЗ с 2 на 3  
от расстояния z для начального ТЗ μ = 2,4 
 
Рис. 8. Зависимость радиуса R перехода ТЗ  
с 2 на 3 от начального TЗ μ при Z = 10 мкм 
Таким образом, для оптического вихря (1) с 
начальным дробным ТЗ из интервала 2,12 < μ < 3 в 
зоне дифракции Френеля ТЗ будет равен 3. График на 
рис. 8 отражает еще одну интересную особенность. 
Будем считать, что R – это расстояние от центра поля 
(Гауссова пучка) до третьей сингулярности. Тогда с 
ростом дробной части начального ТЗ от 0,15 до 0,95 
третья сингулярность приближается с периферии (где 
нулевая интенсивность и ее нельзя обнаружить) к 
центру Гауссова пучка. И начиная примерно с ТЗ 2,5 
достигает расстояния от центра около 3 мкм, где ин-
тенсивность уже можно измерить и обнаружить эту 
сингулярность. Таким образом, график на рис. 8 объ-
ясняет почему в эксперименте [11 – 15] переход ТЗ с 2 
на 3 происходил при дробной части начального ТЗ 
равного 0,5. В заключение этого параграфа заметим, 
что график, аналогичный рис. 8, мы получали и для 
начальных дробных ТЗ от 3,1 до 4. Поэтому можно 
утверждать, что аналогичный график (рис. 8) будет 
при начальном ТЗ m < μ < (m + 1), при любом целом m. 
Фактически наше исследование связало между собой 
результаты работы [9] (переход ТЗ, когда дробная 
часть равна 0,5) и результат работы [16] (переход ТЗ 
происходит при любой дробной части). 
3. Топологический заряд начального дробного вихря 
в дальней зоне  
Рассмотрим ТЗ в дальней зоне. На рис. 9 пред-
ставлена амплитуда и фаза поля на расстоянии 
z = 20 мкм для начального поля (1) (рис. 1). Начальное 
поле имеет ТЗ μ = 2,2, размер поля – 32 × 32 мкм 
(400 × 400 отсчетов). 
а)  
б)  
Рис. 9. Амплитуда (а) и фаза (б) поля при z = 20 мкм 
На рис. 10 показана зависимость ТЗ для поля на 
рис. 9 от радиуса R окружности, на которой рассчи-
тывался ТЗ.  
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Видно, что ТЗ переходит с 2 на 3 при радиусе 
R > 14 мкм. Это видно и из рис. 9б – на данном радиу-
се, на изображении фазы, находится вилочка (сверху 
над центром), начиная с которой и меняется ТЗ опти-
ческого вихря. Сравнивая амплитуду и фазу на рис. 9, 
видно, что вилочка (третий вихрь) находится на пе-
риферии пучка, где интенсивность почти нулевая. В 
эксперименте этот вихрь обнаружить нельзя. На 
рис. 11 показана зависимость радиуса R окружности, 
на котором ТЗ меняется с 2 на 3 (на таком расстоянии 
от центра расположена вилочка в фазе на рис. 9б) от 
расстояния z для параметров падающего пучка: поле 
размером 8 × 8 мкм, 400 × 400 отсчетов с параметра-
ми: λ = 0,532 мкм, w = 1,3 мкм, μ = 2,2. Длина Рэлея 
равна 20 / 9,98 мкмRz w    . Из рис. 11 видно, что с 
ростом расстояния z вилочка все дальше «уходит» от 
центра и поэтому растет радиус R, на котором ТЗ пе-
реходит с 2 на 3.  
 
Рис. 10. ТЗ в зависимости от радиуса R для поля на рис. 9 
 
Рис. 11. Зависимость радиуса, на котором происходит 
смена топологического заряда с 2 на 3 от расстояния z 
от начальной плоскости для дробного заряда μ=2,2 
Из рис. 11 видно, что зависимость перехода ТЗ с 2 на 
3 при начальном μ = 2,2 линейная, R2 - to - 3  0,71 + 0,665z 
при z > 3 мкм. То есть на расстоянии z = 100 мкм логично 
ожидать нахождение «вилочки» на радиусе 67,2 мкм от 
центра. Проверим это. На рис. 12 показана рассчитанная 
фаза поля (1) на расстоянии z = 100 мкм в координатах –
 16 < x < 16 мкм, 51,2 < y < 83,2 мкм, центр изображения 
находится в точке с координатами (0; 67,2 мкм). 
Вилочка (центр сингулярности оптического вихря) 
при этом находится почти в центре изображения 
(рис. 12), а именно, в точке с координатами (1,6 мкм; 
69,84 мкм), что доказывает верность предположения о 
линейном законе смещения «вилочки» от расстояния z.  
 
Рис. 12. Фаза поля (1) при начальном ТЗ μ = 2,2  
в дальней зоне при z = 100 мкм в границах – 16 < x < 16 мкм, 
51,2 < y < 83,2 мкм, 400 × 400 отсчётов 
Таким образом, если начальный ТЗ оптического 
вихря (1) лежит в диапазоне 2,12 < μ < 3, то при рас-
пространении такого пучка его ТЗ будет равен 3 в 
любой зоне дифракции. Оптические вихри с началь-
ным ТЗ из диапазона 2 < μ < 2,12 распространяются по 
другому сценарию: во всех зонах дифракции ТЗ оста-
ется равным 2. На рис. 13 показаны фазы оптического 
вихря с начальным ТЗ μ = 2,11 на разных расстояниях 
z: 1 мкм (а), 3 мкм (б) и 20 мкм (в). Для всех фаз ТЗ 
равен 2. Дополнительного центра сингулярности (ви-
лочки) не возникает (или находится слишком далеко 
от оптической оси, чтобы быть обнаруженным при 
моделировании). Из рис. 13г видно, что в ближней 
зоне для начального ТЗ μ = 2,12 формируется краевая 
дислокация, то есть вертикальная линия нулевой ин-
тенсивности. При распространении из этой краевой 
дислокации не возникает винтовая дислокация (изо-
лированный ноль интенсивности), или он возникает 
далеко от центра, так что его трудно обнаружить при 
моделировании. Заметим, что наше моделирование 
простиралось до таких расстояний от центра пучка, 
на которых интенсивность составляла 10 –14 от макси-
мальной интенсивности в пучке. 
Интересно, что оптические вихри с четным и не-
четным целым ТЗ эволюционируют по-разному. Было 
проведено моделирование при следующих парамет-
рах: λ = 532 нм, радиус перетяжки w0 = 3 мкм. Началь-
ный дробный ТЗ пучка (1) менялся в диапазоне 
3 < μ < 4. Начальный Гауссов пучок был умножен на 
сферическую функцию с радиусом f  = 10 мкм. Реаль-
ное фокусное расстояние составило z = 9,236 мкм (на 
данном расстоянии наблюдается максимум интенсив-
ности на оптической оси при μ = 0). Таким образом, в 
фокусе линзы все значения рассчитаны на этом z. Из 
результатов моделирования следует, что в диапазоне 
3,0 < μ < 3,11 дополнительных вихрей нет, верхние 
еще не сформировались, нижние тоже. Соответствен-
но, ТЗ пучка равен m = 3. На рис. 14 показаны распре-
деление фазы размером 16 × 16 мкм (на вставках) и 
зависимость ТЗ пучка от радиуса R окружности, на 
котором измерялся ТЗ (а, б, в).  
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 а)         б)  
в)     г)  
Рис. 13. Фаза поля на расстояниях z = 1, 3, 20 мкм (а, б, в) для поля с начальным ТЗ μ = 2,11. Размеры изображений равны 
16×16 мкм, 16×16 мкм, 32×32 мкм соответственно, а также фаза на расстоянии z = 0,3 мкм (г) на периферии пучка 
при  = 2,12 (размер кадра – 6 < x <6 мкм; 60 < y < 75 мкм) 
а)     б)  
в)  
Рис. 14. Распределение фазы размером 32×32 мкм (а, б, в) и зависимость ТЗ пучка  
от радиуса R окружности, на котором измерялся ТЗ (фаза поля приведена на вставках),  
для разных начальных дробных значений μ  
Из рис. 14 видно, что для нечетного начального 
целого ТЗ (m = 3) эволюция вихря с дробным ТЗ от-
личается от эволюции вихря с начальным четным 
ТЗ, рассмотренного ранее. Действительно, если 
дробная часть меньше половины, то ТЗ всего пучка 
m = 4 (согласуется с [16]) (рис. 14а). Если дробная 
часть равна половине, то ТЗ пучка в дальней зоне 
m = 3 (cогласуется с [17]) (рис. 14б). Если дробная 
часть больше половины, то опять ТЗ равен m = 4 
(cогласуется с [9, 16]).  
Эволюция оптического вихря с начальным дробным топологическим зарядом Котляр В.В., Налимов А.Г. 
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Заключение 
В результате проведенного моделирования мы об-
наружили, что если начальный ТЗ оптического вихря 
не целый μ = m + α, α << 1, то во всех зонах дифракции 
где-то на периферии пучка (где интенсивность нуле-
вая) формируется оптический вихрь с ТЗ + 1 (m > 0). 
То есть ТЗ всего пучка с начальным дробным ТЗ ра-
вен m + 1. Экспериментально его нельзя обнаружить. 
С ростом z этот дополнительный вихрь удаляется еще 
дальше от оптической оси. Если дробная часть α рас-
тет, то дополнительный вихрь приближается к опти-
ческой оси, и начиная с α > 0,5 он приближается 
настолько, что его можно экспериментально обнару-
жить. Поэтому в известных экспериментах [11 – 15] 
смена ТЗ с m на m + 1 происходила при дробной части 
α = 0,5. Скорее всего, этот переход ТЗ с m к m + 1 
наступает при любом α > 0, но моделирование дает 
границу перехода при α = 0,12. Наши результаты со-
гласуются с результатами, полученными в [16]. Но в 
[16] не было такого глубокого моделирования: не бы-
ла определена граница перехода (α = 0,12), не было 
моделирования в ближней зоне (z << λ), не найдена 
зависимость расстояния от центра R, на котором по-
является дополнительный вихрь (винтовая дислока-
ция) от величины дробной части начального ТЗ μ 
(рис. 8). Фактически мы своим моделированием со-
гласовали результаты работ [11 – 15] и работы [16], 
которые первоначально противоречили друг другу. 
Но есть в нашем моделировании и отличия от всех 
предыдущих работ. Это поведение ТЗ в фокусе сфе-
рической линзы для начального дробного ТЗ, целая 
часть которого нечетная m = 2k + 1. При малой дроб-
ной части (α < 0,1) ТЗ всего пучка равен m, при дроб-
ной части меньше половины ТЗ равен m + 1, при 
дробной части, равной половине, ТЗ равен опять m, а 
при дробной части больше половины ТЗ равен опять 
m + 1. Такая зависимость ТЗ пучка в дальней зоне для 
нечетной целой части начального дробного ТЗ от ве-
личины дробной части не согласуется ни с одной из 
приведенных работ. 
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Abstract  
In a number of theoretical (J. Opt. 6, 259 (2004)) and experimental (Opt Express 19, 5760 
(2011)) works, an original fractional-TC optical vortex (with TC standing for topological charge) 
was shown to evolve into an integer optical vortex whose TC is equal to the nearest (i) smaller in-
teger, if the fractional part is smaller than 1/2, and (ii) larger we show that the initial fractional op-
tical vortex evolves into an integer optical vortex with TC equal to the nearest (i) smaller integer, 
if the fractional part is smaller than 0.12, and (ii) larger integer, if the fractional part is larger than 
0.12. This can be explained by the fact that the additional center integer, if the fractional part is 
larger than 1/2. In this work, using numerical simulation, of singularity is generated on the beam 
periphery characterized by near zero-intensity (a millionth of the maximum), thus prohibiting the 
experimental detection, but allowing a numerical assessment. 
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